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Il. INTRODUCTION 
SOIT S une surface algebrique rkduite plongke dans CN et soit 0 un point singulier 
is016 de S. Soit m I’idCal maximal de S,,. ConsidCrons une r&solution de S, 7r: 
X + S, telle que l’idtal +nox soit localement principal, autrement dit, en vertu de la 
propriCtr5 universelle des Cclatements, telle que r se factorise par 1’CclatC u: S,-, S de 
centre +n. Par exemple on peut prendre comme X une rtsolution de S,. On appelle 
cycle maximal (de la rksolution r: X + S) le diviseur Z,, de X, B support dans la fibre 
exceptionnelle r-‘(O) dbfini par mQx, i.e. tel qu’on ait mBx = S,( - 2,). Nous dtmon- 
trons une relation entre le cycle maximal 2, et l’invariant d’Euler local EuO(S) au 
point 0 (ThCorkme 2.2). Ce dernier invaiiant a i5tk introduit par R. D. MacPherson 
dans sa construction de classes de Chern (homologiques) pour les varittks 
singulikres [9]. 11 s’agit d’un nombre entier qui mesure l’obstruction & prolonger 
(localement) en une section non nulle du fibrC tangent de Nash relatif B S (lequel est 
dCfini sur le transform6 de Nash de S), le champ du vecteur radial. Pour une dkfinition 
prCcise de Eu,(S) voir[3,9]. 
La relation Ctablie entre l’invariant d’Euler local et le cycle maximal permet de 
donner comme critkre de lissitb, pour les surfaces normales, que la valeur de cet 
invariant soit 1 (ThCorkme 4.1). 
92. LA FORMULE 
Le point singulier 0 Ctant isok, on a le rksultat suivant de A. Dubson pour Eu,(S) 
(voir[2 ou 81) 
Eu,(S)=x(S I-I H n B,), 
oti le second membre est la caractkristique d’Euler-PoincarC topologique de l’inter- 
section de la boule B8 de centre 0 et de rayon 6 > 0 assez petit avec une section 
hyperplane de S obtenue comme intersection de S avec un hyperplan H en position 
g&kale assez proche de 0 mais qui ne contient pas 0. 
Soit n: so+ S, la normalisation de S,. Notons E (resp. 8) le diviseur exceptionnel 
dans S0 (resp. 3,) dkfini par *nC$ (resp. *no), et /El (resp. I& la courbe rtduite 
correspondante. ConsidCrons la transformke stricte D (resp. fi), dans S,, (resp. &), 
d’une section hyperplane S rl Ho de S, 00 Ho maintenant est un hyperplan de CN qui 
contient 0. 
2.1. LEMME. Avec les notations prktdentes, si HO est un hyperplan en position 
ge’ne’rale, alors /I?/ et fi se coupent transversalement en des points lisses de s,,, de II?1 et 
de 6. 
De’monstrution. La courbe reduite (El est le schema projectif rCduit associk au c6ne 
tangent B S en 0. Elle est canoniquement plongke dans PN-‘, la fibre au-dessus de 0 de 
Aill 
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l’eclate 1” de CN de centre 0. Par le theoreme de Bertini, un hyperplan general de 
PN-’ est transverse a (El. Par consequent, si Ho est un hyperplan general de CN qui 
contient 0, et si P est un point de l’intersection IEl f~ D dans S,, alors P est un point 
lisse de [El. Soit Z& la transformee stricte de I-& dans EN. La courbe D et le diviseur 
I?,, fl S0 ont le m&me support; et si f = 0 est une equation locale de I$, fl S, dans un 
voisinage de P dans S,,, alors l’image de f dans B,E~,P est un parametre local de IEJ en 
P. Or la surface S,, peut Ctre singuliere le long de toute une composante irreductible de 
/El, et par consequent P peut &tre un point singulier de S, (et de D). Mais le normalise 
S0 est lisse en codimension 1, done si P est un point de l’intersection jj?/ fl D (dont 
l’image n(P) par n: So+ S,, est P), il est un point lisse de So pour Ho general. On peut 
aussi supposer que P n’est pas un point de ramification de la restriction ~1: II?/ + (El 
du morphisme de normalisation n a la fibre exceptionnelle (reduite) /I?[, pour Ho 
general. Alors l’image de n*f dans QI,P est un paramttre local de II?/ on P et par 
consequent IIT/ et D sont transverses en P, et D est lisse en P H 
Considerons maintenant une resolution X de S0 quit soit une bonne rk’solution de 
S, T: X + S, c’est-a-dire telle que les composantes irreductibles du diviseur excep- 
tionnel reduit n-‘(O) soient lisses et a croisements normaux; on peut obtenir une telle 
resolution a partir d’une resolution quelconque de S,, par des Cclatements. Soient 2, 
le cycle maximal defini par mBx, et j&l le cycle reduit associe. Notons K un diviseur 
canonique de X, et (a) la forme intersection de Pit (X). 
2.2. THBOR~ME. Avec les notations prktdentes on a l’galitt: 
Euo(X) = (20. Go - lzol - WI. 
De’monstration. SOit H, un hyperplan de CN d’equation a,.z, + . . . + aNzN = E. Nous 
allons calculer Eu,(S) = x(S fl H, n &), avec JE/ > 0, S > 0 assez petits et H, en 
position gCnCrale. On a 
XV n H, n Ed= xW(s: n H, n B,)), 
car 0 est une singularite isolee et par consequent T est un isomorphisme d’un 
voisinage de la fibre exceptionnelle m-‘(O) moins T-‘(O), sur son image. Si Ho est un 
hyperplan en position generale qui contient 0, alors le cycle associe a T-‘(S tl Ho) est 
de la forme 2, + R, oti R est le cycle associe a la transformbe stricte dans X de 
S n Ho. En vertu du lemme precedent, on sait que R est lisse au voisinage de ~‘(0) 
et que R et Iz,/ sont transverses, car X est une resolution de So, done aussi de So. Soit 
M l’interieur de la variCtC C” de dimension 2 a bord i@ = T-‘(S f~ H, fl Es); alors la 
caracteristique d’Euler-Poincare a support compact xc(M) est Cgale a x(n?) car 
x(afi) = 0, 00 afi est le bord de a. En vertu de la transversalite des composantes 
irreductibles du cycle reduit I T-I(S fl Ho)/, l’equation locale de T-‘(S n H,) est de la 
forme xmyn = l ou bien xm = l , oh x, y sont des coordonnees locales de X. Soit I 
l’ensemble des points singuliers de IT-‘(S 0 Ho)1 appartenant B lZoj (i.e. les inter- 
sections des componantes irreductibles de lZol, et les intersections de R avec les 
composantes irreductibles de lZol). Soit V, un voisinage ouvert assez petit de chaque 
point P E I. Alors on a 
xc(M) = K, xc(vp n M) ( > + x(ti - u v,). PEI 
Pour chaque P E I, VP n M est un revCtement d’un cylindre, car localement 
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V, r7 M est defini par xmyn = c, Ix]< r, ly I< r, avec r > 0 assez petit. Par consequent 
xc( VP f3 M) = 0. Soit 2, = : miEi, 00 les Ei, 1 s i s n, sont les composantes irreduc- 
tibles de la fibre exceptionnelle. Alors on a 
X(a - pt, VP) = F miX(Ei - (Ei n I)), 
car on a deja enleve les parties correspondant aux points de I, et ce qui reste est union 
de revetements d’ordre mi de (Ei - (Ei fl ( py I VP))), 1 G i =G n. Soit card (Ei n I) le 
cardinal de l’ensemble Ei r3 I; on a 
x(Ei-(Ei fI I))=X(Ei)-card (Ei n I). (9 
En vertu de la transversalite de R et de l&l est de la transversalite des composantes 
irrtductibles de lZ,l, on peut calculer card(Ei n I) en termes des nombres d’inter- 
section: 
card(Ei n I) = ( z (Ei * Ei)) + (El * R). (ii) 
j#i, Isjan 
Etant donne que (Ei * (Z, + R)) = 0, 1 s i 6 n, alors on a 
(Ei * R) = - (Ei * Zo). (iii) 
Puisque mi 2 1, 1 C i d n, avec les notations prises on a 
lzOl = ,& Ei* (iv) 
D’autre part on a 
x(Ei) = - (Ei * (Ei + K)). (v) 
11 rtsulte de (i) a (v) les Cgalites: 
q miX(Ei - (5 n 0) = q mi[ - (Ei * (4 + K)) - (z ‘6 * Ej)) + (6 . &)I 
= 2 mi[(Ei . Zo) - (Ei * l&l> - (4 * WI = (ZO * (ZO - l&I - JOI, 
i 
d’ou le thtorbme n 
2.3. Remarque. Dans [3] on a un resultat (obtenu avec J.-L. Verdier) qui fournit une 
definition algtbrique de l’invariant d’Euler local. La formule precedente (Thtortme 
2.2) ttant aussi algtbrique est en fait valable sur un corps k quelconque de carac- 
teristique nulle. En effet, la definition algebrique de[3] et la formule du Theorbme 2.2 
sont invariantes par extension du corps de base, done on peut supposer k al- 
gebriquement clos, et on se ram&e au cas k = C par le principe de Lefschetz. 
Nous ignorons si l’tgalitt entre ces deux expressions algtbriques est encore 
valable sur un corps de caracttristique positive. 
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13. QUELQUES EXEMPLES 
3.1. Si 0 E S est une singularite’ rationnelle (voir[l]), alors on sait que la resolution 
minimale V: X+ S est une bonne resolution, et que I’ideal mDx est localement 
principal. Le cycle maximal 2, defini par m0, est Cgal au cycle fonda- 
mental de X (i.e. l’unique cycle qui est minimal parmi les cycles positifs 2 a 
support dans la fibre exceptionnelle v-‘(O) = ,*ys, Ei-Oil les Ei sont les composantes 
irreductibles-satisfaisant a la condition (2 * Ei) c 0, 1 c i < n). Le cycle fondamental 
peut Ctre calcule avec la seule donnee de la matrice intersection ((Ei . I?,)), 1 < i < n, 
1 G j < n, et en consequence du theortme precedent Eu,(S) aussi. Soient 2, = z miEi, 
i 
(Ei * Ei) = - Sip (20 * Ei) = - di, oti Si et di sont des entiers non negatifs, Si 2 2, 1 s i s n. 
Chaque Et est une courbe rationnelle lisse, done la formule du genre implique 
(Ei . K) = Si - 2, ou K est un diviseur canonique de X. Alors on trouve Eu,(S) = 
7 [mi(2- di - 4)+ di]. Cette formule generalise la calcul fait pour les singularites 
quotient de surfaces[4], qui sont des cas particuliers de singularites rationnelles. 
3.2. Singularit~s cycliques. Soient 0 E S une singularite normale de surface et r: 
X+ S une bonne resolution. On appelle graphe dual associe a la resolution X le 
graphe r dont chaque sommet represente une composante irreductible Ei, 1 =z i G n, de 
la fibre exceptionnelle r-‘(O) et chaque a&e entre deux sommets represente un point 
d’intersection des deux composantes associees aux deux sommets. On dit que 0 E S 
est une singularite cyclique si l’une des deux conditions suivantes est satisfaite: (1) sa 
resolution minimale est une bonne resolution, chaque courbe Ei, 1 G i s n, est une 
courbe rationnelle (lisse), on a n 2 2, et le graphe dual associe I+ est un cycle fermi; 
(2) la fibre exceptionnelle de sa resolution minimale n’a qu’une seule composante 
irreductible, cell-ci Ctant une courbe rationnelle avec un point double ordinaire. Ces 
singularites apparaissent dans les surfaces de Hilbert-Blumenthal[5]. Soit Z le cycle 
fondamental de la resolution minimale X d’une telle singularite. On sait ([7] Theorbme 
3.13,[6]) que si on a (Z . Z) < - 2, alors 0x(-Z) = m19~, i.e. I’ideal m6’x (ou +n est I’ideal 
maximal de as,,) est localement principal, et le cycle maximal Z, est Cgal a Z. Soit 
- s = (Ei * Ei) l’auto-intersection de Ei, 1 <is n. Si le nombre n de composantes 
irreductibles de la fibre exceptionnelle est strictement plus grand que 1, aiors k cycle 
foundamental Z est reduit (i.e. Z = 7 Ei) car on a Si 3 2, 1 6 i < n. Par consequent si 
on a a la fois n > 1 et (Z * 2) s - 2, il rtsulte du Theorbme 2.2: 
Eu,(S)=(Z * (Z-JZI-Kx))=-(Z* Kx)=T (2- Si). 
Si n = 1, alors la bonne resolution minimale Y est obtenue en Cclatant dans la 
resolution minimale X le point double ordinaire de la courbe E, C X. Soit j?, la 
transformee stricte de El (dans Y) et notons E la nouvelle courbe introduite par 
l’eclatement. Alors 8, et E sont des courbes rationnelles lisses, et la matrice 
intersection de la fibre exceptionnelle dans Y est donnee par: (E, . 8,) = - s, - 4 (ou 
- sI est l’auto-intersection (E, . E,)); (E . E) = - 1; (8, - E) = 2. Par consequent, si 
n = 1 et (Z . 2) s - 2 (cette derniere inegalite est Cquivalente a s, 3 2), on a Z,, = 8, + 
2E (ou on a note Z, le cycle maximal defini par *nou dans Y); d’ou Eu,(S) = 
(Z, * (E - K,)) = - ~1. 11 reste a considerer les cas des singularites cycliques avec 
(Z . 2) = - 1. Soit X la resolution minimale d’une telle singularite, alors mQx n’est pas 
localement principal. Si n > 1, il y a une et une seule composante irreductible de la 
fibre exceptionnelle (qu’on peut supposer Ctre El, quitte a reordonner les Eip 1 s i s n) 
telle que I’auto-intersection (E, + E,) soit -3, les autres composantes Ei, 2 s i c n; ayant 
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tomes une auto-intersection - 2. En calculant a partir de l’equation (donnee dans [6]) 
d’une telle singularite on a w&X = JS,( - Z E,), oh J est un ideal tel que le support 
Iskn 
de S,lJ est concentre en un point P de E,, oti P n’est aucun des deux points 
d’intersections de El avec les autres composantes Ei, 2 G i s n. Soit u: X+X 
l’bclatement de X de centre P; et notons E la nouvelle droit projective a-‘(F), et Ei 
la transformee stricte dans X de El, 1 c i s n. L’idCal W&X est localement principal, et 
le cycle maximal Z, defini par ti0x est: Zr, = 2E + 7 $. 11 resulte du Theortme 2.2.: 
Eu,( S) = (Z, * (E - Kf)) = - 1. 
Finalement, si on a a la fois n = 1 et (Z . z) = - 1, et si X est la resolution minimale, 
on a &7x = JS,( - E,), oh J est un ideal tel que le support de CYx/J est concentre en 
un point P de El, oh P est distinct du point double ordinaire Q de El. Pour obtenir 
une bonne resolution Y pour laquelle &Jy soit localement principal, on &late les 
points P et Q dans X. Soit E (resp. E’) la droite projective introduite par l’eclatement 
du point P (resp. Q), et notons 8, la transformee stricte de E, dans Y. Le cycle 
maximal Z0 dtfini par moY est: Z0=2E+2E’+8,, d’oh EuO( S) = 
(Z,*(E+E’-KY))= - 1. En resumant, I’invariant d’Euler local Eu,,(S) d’une sin- 
gularite cyclique 0 E S est 2(2 - si) si n > 1, et - 1 si n = 1. 
3.3. Singularitts coniquei. Soit C une courbe lisse de genre g, et soit L un fib& en 
droites, sur C, de degrt -d avec d positif. Soit X l’espace total du fibrt L; C est 
plongee dans X par la section nulle, et son auto-intersection est - d. On considtre la 
surface S = Spec ($ H”(C, L@-“)) obtenue en contractant C en un point. Soit w: 
II>0 
X* S le morphisme canonique, et soit 0 E S le point T(C). La surface S a un point 
singulier en 0 (except6 la cas 00 g = 0, d = 1, qui est lisse) appele singularit conique, 
et 7r: X+ S est sa resolution minimale. Posons 
k = min {n > O( dim H”(C, La-“) > 0). 
On a ~9~ C Bx( - kc), car kC est la partie, B support dans la fibre exceptionnelle 
r-‘(O), du diviseur T-‘(S n H), oh H est un hyperplan general contenant 0 (pour un 
plongement local de S dans un espace ambiant CN). L’idCal mox est localement 
inversible et on a l’tgalite W&X = C?,( - kc) si et seulement si le systbme lineaire 
decoupe sur X par H”(C, LB-‘) est sans points fixes. Par consequent, si tel est le cas, 
on a 
Eu,(S) = (kc . ((k - 1)C - Kx)) = k(2 - 2g-dk). 
En particulier, si L-’ est trts ample, alors on a Eu,(S) = 2 - 2g - d; par exemple si 
g 2 3, si C n’est pas hyperelliptique et si L-’ est le fibre associe B un diviseur canonique 
Kc, alors Eu,(S) = 0. 
Aussi, si on a d > 2g - 1, alors k = 1 et le systbme lintaire dtcoupe par H”(C, L-l) 
n’a pas de points fixes, d’oh Euo(S) = 2 - 2g - d. 
SionagsdG2g-l,alorsonak= 1, et bien que le systeme lineaire decoupe par 
H”(C, L-‘) puisse avoir des points fixes, celui associe a H”(C, L-‘) n’en a pas car 
deg(I_?) = 2d a 2g. Soit D = 2 
lsisf 
miPi, oh mi > 0 Vi et avec Pi# Pi si i# j, le diviseur 
des points fixes du systtme lineaire decoupe par H”(C, L-l). Alors on a: 
(*I Euo(S)=2-2g-d- 2 (mi- 1). 
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En effet, au voisinage de chaque Pi(l < i G I) l’ideal mBx est de la forme (fsmi, t*), 
oh s, t sont des coordonnees locales de X cent&es en Pi, avec t = 0 l’equation locale 
de C. On verifie qu’en faisant mi Cclatements pour chaque i (1 G i s I) on obtient une 
surface X pour laquelle m0~ est localement principal. Soit 7f: X + S le morphisme 
correspondant. Le graph dual r de la fibre exeptionneile 7~~‘(0) est une etoile a 1 
branches 00 le sommet central represente une courbe C (la transformte stricte de C) 
de genre g et d’auto-intersection (C. c) = - d - ,& mi, et ou les sommets de chaque 
__ 




Le cycle de l’ideal maximal 2, defini par lrr0~ est: 
done, en appliquant la formule du Theoreme 2.2. on a le resultat (*). 
Si 0 < d <g, en general il faut encore davantage d’information, que celle donnee 
par le diviseur des points fixes de H”(C, J?,@‘-~), pour calculer l’invariant d’Euler local 
par la formule du Theoreme 2.2. 
3.4. Pour les singularites dites minimalement elliptiques, on a le resultat de Laufer 
([7], ThCoreme 3.1.3.) suivant: si (2 * 2) c -2 (00 2 est le cycle fondamental de la 
resolution minimale de X), alors +nBx = 0,( - 2). Done on peut calculer l’invariant 
d’Euler local, dans ces cas, en connaissant seulement le graphe dual ponder6 de la 
resolution minimale (les singularites cycliques (3.2.) sont des cas particuliers de 
singularites minimalement elliptiques). 
4.1. THBOR~ME. Soit 0 un point normal d’une surface S. Alors on a l’inkgalite’ 
Eu,(S) G 1, et 0 est lisse si et seulement si Eu,(S) = 1. 
Dkmonstration. Nous allons montrer que si 0 est singulier, alors on a Eu,(S) c 0, 
ce qui implique ce qu’on veut demontrer car si 0 est lisse, alors Euo(S) = 1. Soit r: 
X+ S une bonne resolution du point singulier 0 telle que rnrox soit localement 
principal, et soit TV: X, + S la resolution minimale. Soit 
x = x00’- x,- . * * -_ X”_, AX ” - * . . : x, 
une suite de contractions de droites projectives d’auto-intersection - 1 qui aboutit P la 
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resolution minimale X, (si X0 = X, cette suite est vide). Notons P,: X,, + S la 
composition 7~, 0 a, 0 . . . 0 c,+~. Soit S n Ho une section hyperplane gCnCrale con- 
tenant 0. Alors le diviseur w”-‘(S fl H,,) est de la forme 2, + I?,, oti 2, est a support 
dans la fibre exceptionnelle de X, relative a r” et oti R, est la transformee stricte de 
S n Ho dans X,. On a (a.)*Z._, = Z,, 1 s n c tn. Notons E, la droite projective 
appartenant a X,_, qui est contractee en un point par u”, 1 C n C m; alors on a 
Z,_, = a;Z, + rE,, (1) 
oti r est un entier non negatif que est nul si m0 x, est principal au voisinage du point 
P, = un(E,,). Puisqu’on a suppose que 0 est un point singulier normal, alors la fibre 
exceptionnelle d’une resolution quelconque est connexe et de dimension 1, et par 
consequent il existe des composantes Ci, 1 G i s t, de la fibre lr;!,(O) (autres que En) 
qui sont toupees par En, pour chaque entier n, 1 s n s m. Soit Ci = a,(C), 1 G i s t, et 
posons s = [ 2 mUlt(Ci, P,)] - 1, qui est un entier non negatif. Par suite on a 
Isis1 
JZ,_,( = u;lZnl- SE,. (2) 
Soit K,, un diviseur canonique de X,,, 0 G n s m ; alors on a 
K,_, = afK,, + En. 
Des relations (l)-(3), il resulte pour chaque n, 1 d n s m: 
G-, - G’n-, - lzn-,I - Kn-11) 
= ((a$z, + rE,) . (a;Z, - a:jZ, (- a:Kn + (r + s - 1)En)) 
=(Z,, .(Zn-IZnI-Kn))-r(r+s-1). 
Comme r et s sont non negatifs, alors r(r + s - 1) 2 0, d’ou 
(Z,_, .(Zn_l-IZn_,)-K,_,)~(Z, .(Z,-JZ,(-K,)), 1 sn sm. 
On a done (Theoreme 2.2.) l’inegalite 
EMS) 6 (Zn . (Zn - IZn I- Km)). 




car pour chaque composante C de r;‘(O) on a 
d’oh (Z,,, . C) G 0. 
Par ailleurs, si C est une composante irreductible de genre g de Z,,,, alors son 
auto-intersection (C * C) est negative, done le nombre - (C . K,,,) = 2 - 2g + (C + C) 
est positif si et seulement si g = 0 et (C . C) = - 1. Or en ce cas C est une droite 
projective d’auto-intersection - 1, ce qui n’est pas possible car X,,, est la resolution 
408 
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(6) 
11 resulte de (4)-(6) l’inegalite &Q,(S) G 0, d’oh le theoreme. 
4.2 Remarque. La demonstration precedente montre aussi que pour une singularite 
isolee de surface 0 E S (non necessairement normale) on a l’inegalitt 
oh f est le nombre de points de la fibre exceptionnelle de la normalisation T: S+ S de 
S. Or, en ce cas, 1’CgalitC n’implique pas forcement la lissite. Plus prbcisement, si la 
singularite est analytiquement irreductible (i.e. si f = l), alors on a l’tgalite Eu,(S) = 1 
si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites: 
(a) la normalisation w S+ S est une resolution de S (i.e. S est lisse). 
(b) 11 existe g E Ss,, telle que T*(S) E +,tp - *np’, oh mp est l’ideal maximal due point P 
de S au-dessus de 0. 
En effet, considerons l’eclatb X de S de centre P. Bien que X ne soit pas la 
resolution minimale de S, on peut demontrer l’inegalitt5 (4) de la demonstration 
precedente-ou X,,, est X-par le m&me pro&de. En ce cas on a 2, = qE oti E est une 
droite projective d’auto-intersection - 1 et q est un entier positif. Done on a 
(qE.((q - 1)E - K)) = q(2 - q) c 1, et ce nombre vaut 1 si et seulement si q = 1, 
c’est-a-dire si la condition 6) est satisfaite. D’autre part, si a) et b) sont satisfaites, alors 
on a Eu,(S) = 1, car l’image inverse par 72 d’une section hyperplane generique est lisse. 
4.3 Remarque. Dans le cas particulier oh S est une surface reduite a singularite 
isolee 0, plongee dans C3, on a Eu,(S) = 1 - CL(~), ou pt2’ est le nombre de Milnor de la 
singularite d’une section gCnCrique de S par un plan passant par 0 (voir p. 19 dans 
“Cycles polaires et classes de Chern” de R. Piene, SCminaire sur les singularites des 
surfaces 1977-78, Centre de Mathematiques de 1’Ecole Polytechnique, F-91 128 
Palaiseau Cedex; ou remarque p. 240 dans “Classes caracteristiques des varietes 
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